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天津大学大学图形标志是天津大学 VIS 的重要组成部分，既是形象的外在展示，也

是自我身份的内在认同，更体现了天津大学的办学理念和特色、承载文化精神并映

射文化内涵。

天津大学标志形象基本元素由图形标志和字体标志两部分组成，其中图形标志是

其核心元素。图形标志核心图形为盾形，源自天津大学建校初期（北洋大学）图形

标志，为西方大学图形标志的传统样式，体现了当时“西学为用”的指导思想，也

反映出天津大学的悠久历史和尊贵感。盾形中篆书“北洋”，笔画凝炼劲挺，圆健

美观，表现了天津大学源远流长的历史。“1895”为天津大学创建年份。图形标志

外沿齿状修饰边象征天津大学是一所以工为主 , 理、工、文、管相结合的综合性大学。

英文校名和毛体中文校名沿圆弧排列。图形标志色彩为“北洋蓝”，是天津大学校色，

蓝色代表理性、沉稳、效率、科技。
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Outline

1 Decidable Language 可判定语言

判定问题

图灵机的编码

与正则语言相关的可判定性问题

与上下文无关语言相关的可判定性问题
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3 Reducibility 归约

Yajun Yang (TJU) 第二章 Decidability 可判定性 2022 3 / 44



Decidable Language 可判定语言 判定问题

判定问题

问题与问题的实例

问题的实例：一个具体的问题

问题：抽象化描述, 该问题全部实例的集合

Definition (判定问题)

一个问题 Π被称为判定问题, 如果 Π的每个实例 I 的解为“是”或者“否”.

例：语言 L ⊆ {0, 1}∗是递归的吗？
例：图 G = (V,E)是哈密尔顿图吗？

编码, 问题对应的语言

设 Π是一个问题, 对每个实例 I 用某个字母表 Σ上的字符串编码.

问题
对实例−−−−→
编码

答案为“是”的实例的编码之集 L⇐⇒对应的语言
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Decidable Language 可判定语言 判定问题

判定问题

编码, 问题对应的语言

Definition (问题对应的语言)

问题 Π的答案为“是”的实例的编码串之集称为 Π对应的语言.

判定问题与不可判定问题

Definition (判定问题)

问题 Π是可可可判判判定定定的的的当且仅当 Π对应的语言是递归的; 如果 Π对应的语

言不是递归, 则 Π称为不不不可可可判判判定定定问问问题题题. 如果不可判定问题 Π对应的语言

是递归可枚举的, 则 Π称为半半半可可可判判判定定定的的的.
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Decidable Language 可判定语言 判定问题

判定问题

问题的分类

问题



非判定问题

判定问题


可判定问题

不可判定问题

半可判定问题非半可判定问题

Yajun Yang (TJU) 第二章 Decidability 可判定性 2022 6 / 44



Decidable Language 可判定语言 判定问题

判定问题

问题的分类

问题



非判定问题

判定问题


可判定问题

不可判定问题

半可判定问题非半可判定问题

Yajun Yang (TJU) 第二章 Decidability 可判定性 2022 6 / 44



Decidable Language 可判定语言 判定问题

递归语言的性质

Theorem

如果语言 L是递归的, 则 L也是递归语言.

证明：对于某个总停机的图灵机M , 设 L = L(M). 构造一个新的图灵

机M , 使得 L = L(M).

M 的接受状态都改变成M 的非接受状态, 在这些状态中, M 将停

机不接受.

M 有一个新的接受状态 r, 没有从 r出发的转移.

对于使得M 没有转移(即M 停机不接受)的M 的非接受状态都添

加一个到接受状态 r的转移.

由于M 保证停机, 则M 也保证停机. 而且, M 恰好接受M 所不接受的

串. 因此M 接受 L.
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Decidable Language 可判定语言 判定问题

递归语言的性质

Theorem

如果一个语言 L和它的补 L都是递归可枚举的, 则 L是递归的.

证明：设 L = L(M1)且 L = L(M2). 构造图灵机M 平行地模拟M1和

M2. 考虑M 是 2带图灵机, M 的一条纸带模拟M1的纸带进行工作, M

的另一条纸带模拟M2的纸带进行工作. M1和M2的状态分别是M 的

状态的一个分量.

1 如果M 的输入 w属于 L, 则M1最终将接受. 此时, M 接受且停机.

2 如果 w不属于 L, 则 w ∈ L, 所以M2最终将接受. 当M2接受时, M

停机不接受.

因此, 在所有输入上M 都停机, L(M)恰好是 L. 因为M 总是停机, 且

L(M) = L, 所以 L是递归的.

Yajun Yang (TJU) 第二章 Decidability 可判定性 2022 8 / 44
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Decidable Language 可判定语言 图灵机的编码

图灵机的编码

设计图灵机的二二二进进进制制制编编编码码码, 使得可以认为具有输入字母表 {0, 1}的每个
图灵机都是二进制串.

为了把 TMM = (Q, (0, 1),Γ, δ, q1, q2)表示成二进制串, 必须把整数指派

给状态、带符号以及方向 L和 R.

1 假设对于某个 r, 状态是 q1, q2, · · · , qr. 初始状态总是 q1, q2是唯一

的接受状态.

2 假设对于某个 s, 带符号是X1, X2, · · · , Xr. X1永远是符号 0, X2永

远是符号 1, X3永远是符号 t(空格). 其他带符号可以任意地指派给

其余整数.

3 我们把方向 L称为 D1, 方向 R称为 D2.

Yajun Yang (TJU) 第二章 Decidability 可判定性 2022 9 / 44
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Decidable Language 可判定语言 图灵机的编码

图灵机的编码

一旦选定了整数表示每个状态、符号以及方向, 就能编码转移函数 δ.

1 假设对于某些整数 i, j, k, l,m, 一条转移规则是

δ(qi, Xj) = (qk, Xl, Dm)

2 把这条规则编码成串 0i10j10k10l10m.

3 注意 i, j, k, l,m都至少为 1, 所以在单个转移的编码中, 没有两个以

上连续的 1.

图灵机的编码

整个图灵机M 的编码由所有转移的编码组成, 按照某种顺序排列, 用成

对的 1分隔：C111C211 · · ·Cn−111Cn, 其中每个 Ci都是M 的一个转移

的编码.
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Decidable Language 可判定语言 图灵机的编码

图灵机的编码

Example (讨论图灵机M = ({q1, q2, q3}, {0, 1}, {0, 1,t}, δ, q1, q2))
δ包括规则：

1 δ(q1, 1) = (q3, 0, R):

2 δ(q3, 0) = (q1, 1, R):

3 δ(q3, 1) = (q2, 0, R):

4 δ(q3,t) = (q3, 1, L):
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4 δ(q3,t) = (q3, 1, L): 0001000100010010

图灵机M 的编码是：

01001000101001100010101001001100010010010100110001000100010010

图灵机M 共有多少种可能的编码？ 4! = 24种
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Decidable Language 可判定语言 与正则语言相关的可判定性问题

与正则语言相关的可判定性问题

DFA接接接受受受问问问题题题：

检测一个特定的确定型有穷自动机是否接受给定的串

考虑语言

ADFA = {〈B,w〉|B 是 DFA并且接受输入串 w}

问题 “DFA B是否接受输入 w” 与问题 “〈B,w〉是否是 ADFA的元素”等价

Theorem

ADFA是一个可判定语言.

该定理证明了问题“一个给定的有穷自动机是否接受一个给定的串”是可

判定的.
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Decidable Language 可判定语言 与正则语言相关的可判定性问题

与正则语言相关的可判定性问题

Theorem

ADFA是一个可判定语言.

证明：只要设计一个判定 ADFA的图灵机M 即可.

M 对于输入 〈B,w〉, 其中 B 是 DFA, w是输入字符串：

1 在输入 w上模拟 B

2 如果模拟以接受状态结束, 则接受; 如果以非接受状态结束, 则拒绝.

输入 〈B,w〉的编码为 B111w . 当M 收到输入时, 首先检查它是否正确

地表示了 DFA B 和字符串 w, 如果不是, 则拒绝. 然后M 直接执行模拟.
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Decidable Language 可判定语言 与正则语言相关的可判定性问题

与正则语言相关的可判定性问题

对于非确定型有穷自动机, 可以证明类似的定理. 设

ANFA = {〈B,w〉|B 是 NFA并且接受输入串 w}

Theorem

ANFA是一个可判定语言.

证明：构造一个判定 ANFA的图灵机 N . 可以考虑将 N 设计成与M 一

样. 下面说明一个新的想法：

用M 作为 N 的子程序. 因为M 只接收 DFA作为输入, 故先将 N 作为

输入所收到的 NFA转换成 DFA, 然后再将它传给M .
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作为输入所收到的 NFA转换成 DFA, 然后再将它传给M .

N 对于输入 〈B,w〉, 其中 B 是 NFA, w是输入字符串：

1 将 NFA B 转换成一个等价的 DFA C.

2 在输入 〈C,w〉上运行图灵机M .

3 如果M 接受, 则接接接受受受, 否则拒拒拒绝绝绝.

第 2步中, “运行图灵机M ” 的含义是：将M 作为一个子程序加进 N 的

设计中.
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与正则语言相关的可判定性问题

令：EDFA = {〈A〉|A是 DFA且 L(A) = ∅}

Theorem

EDFA是一个可判定语言.

证明：DFA接受一个串当且仅当：从起始状态出发, 沿着此 DFA的箭头

方向, 能够到达一个接收状态. 设计一个使用标记算法的图灵机 T . T 对

于输入 〈A〉, 其中 A是一个 DFA:

1 标记 A的起始状态.

2 重复下列步骤, 直到所有状态都被标记.

3 对于一个状态, 如果有一个到达它的转移是从某个已经标记过的状

态出发的, 则将其标记.

4 如果没有接受状态被标记, 则接受, 否则拒绝.
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Decidable Language 可判定语言 与正则语言相关的可判定性问题

与正则语言相关的可判定性问题

检查两个 DFA是否识别同一个语言是可判定的. 设

EQDFA = {〈A,B〉|A和 B 都是 DFA且 L(A) = L(B)}

Theorem

EQDFA是一个可判定语言.

证明：由 A和 B 来构造一个新的 DFA C, 使得 C 只接受这样的串: A

或 B 接受但不是都接受. 显然, 如果 A和 B 识别相同的语言, 则 C 不接

受任何串. 即 C 的语言是

L(C) = (L(A) ∩ L(B)) ∪ (L(A) ∩ L(B))
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与正则语言相关的可判定性问题

Theorem

EQDFA是一个可判定语言.

证明：L(C)表示 L(A)和 L(B)的对称差
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Theorem

EQDFA是一个可判定语言.

证明：检查 L(C)是否为空, 如果它是空的, L(A)与 L(B)必定相等. F

对于输入 〈A,B〉, 其中 A和 B 都是 DFA.

1 如上描述构造 DFA C.

2 在输入 〈C〉上运行上一定理中的图灵机 T .

3 如果 T 接受, 则接接接受受受; 如果 T 拒绝, 则拒拒拒绝绝绝.
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Decidable Language 可判定语言 与上下文无关语言相关的可判定性问题

与上下文无关语言相关的可判定性问题

检查某个 CFG是否派生一个特定的串

Theorem

ACFG是一个可判定语言.

检查一个 CFG是否不派生任何串.

Theorem

ECFG是一个可判定语言.

上下文无关语言都可以用图灵机判定

Theorem

每个上下文无关语言都是可判定的.
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Undecidable Language 不可判定语言

Outline

1 Decidable Language 可判定语言

2 Undecidable Language 不可判定语言

非递归可枚举语言

通用图灵机

不可判定语言

3 Reducibility 归约
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Undecidable Language 不可判定语言 非递归可枚举语言

非递归可枚举语言

受限制的图灵机

考虑图灵机M = (Q,Σ,Γ, δ, q1, q2)

1 Q = q1, q2, · · · , qn
2 Σ = {0, 1}

3 Γ = {0, 1,t}

4 q1为起始状态

5 q2为接受状态

6 简便起见, 省略拒绝状态 qreject

这样的图灵机是一个受限制的图灵机, 显然, 通过对字符的 0, 1编码, 非

受限制的图灵机与受限制的图灵机等价.
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Undecidable Language 不可判定语言 非递归可枚举语言

非递归可枚举语言

我们可以对受限制的图灵机进行编码,

如果 wi为某个图灵机的编码, 则这个图灵机记为Mi,

如果 wi不是图灵机的编码, 约定 wi也是一个图灵机的编码, 记为

Mi且 L(Mi) = ∅,

于是有图灵机序列M1,M2, · · · .

因为由 0,1构成的所有字符串的集合 {0, 1}∗是可数集合, 我们可知

Corollary

递归可枚举语言有可数个

这说明不可判定问题比可判定问题要多得多.
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Undecidable Language 不可判定语言 非递归可枚举语言

对角化方法

Definition (可数)

如果集合 A是有限的或者可与自然数集 N 一一对应, 则称 A是可数的.

Example

正有理数集合 Q = {mn |m,n ∈ N}是可数的.
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Undecidable Language 不可判定语言 非递归可枚举语言

对角化方法

Example

实数集 R是不可数的.

证明：采用康托对角线法进行证明.

因为 f : (0, 1)→ R是双射函数, 令 S = {x|x ∈ R
∧

(0 < x < 1)}. 若能
证明 S 是不可数集, 则 R也是不可数集.

反证法. 假设 S可数, 则 S可表示为：S = {S1, S2, · · · }, 其中 Si为 (0, 1)

区间的任一实数. 设 Si = 0.y1y2y3 · · · , 其中 yi ∈ {0, 1, 2, · · · , 9}, 设

S1 = 0.a11a12a13 · · · a1n · · ·
S2 = 0.a21a22a23 · · · a2n · · ·
S3 = 0.a31a22a33 · · · a3n · · ·

· · ·
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Undecidable Language 不可判定语言 非递归可枚举语言

对角化方法

Example

实数集 R是不可数的.

证明：其次, 我们构造一个实数 r = 0.b1b2b3 · · · 使

bj =

1, ajj 6= 1, j = 1, 2, · · ·

2, ajj = 1, j = 1, 2, · · ·

这样, r与所有实数 S1, S2, · · · , Sn, · · · 不同, 因为它与 S1在位置 1不同,

与 S2在位置 2不同, · · · , 等等. 这证明了 r /∈ S, 产生矛盾. 因此 S 是不

可数的, 进而 R是不可数集.
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Undecidable Language 不可判定语言 非递归可枚举语言

非递归可枚举语言

根据康托定理, (0, 1)∗上的所有语言的集合为不可数集. 因此,

Corollary

一定存在不能被任何图灵机识别的语言.

我们可以找到一个非递归可枚举语言.

考虑问题 0: 第 i个图灵机Mi不接受第 i个字符串 wi吗？其对应语言

为 Ld, 即

Ld = {wi|wi ∈ {0, 1}∗, wi /∈ L(Mi)}

Theorem

Ld不是递归可枚举语言. 也就是说, 不存在识别语言 Ld的图灵机.
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Ld不是递归可枚举语言. 也就是说, 不存在识别语言 Ld的图灵机.

证明：反证法. 假设 Ld是递归可枚举语言, 则存在某个图灵机M , 使得

L(M) = Ld. 因为 Ld是字母表 {0, 1}上的语言, 则M 至少有一个编码

j, 即M = Mj .

现在询问 wj 是否属于 L(Mj).

若 wj ∈ L(Mj), 则 wj ∈ Ld. 由 Ld定义, 可知 wj 不能被 L(Mj)接

受, 即 wj /∈ L(Mj), 矛盾.

若 wj /∈ L(Mj), 则 wj /∈ Ld, 由 Ld定义, 从而 wj ∈ L(Mj). 矛盾

因此, 假设存在矛盾, Ld不是递归可枚举语言.
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Undecidable Language 不可判定语言 通用图灵机

通用图灵机

考虑问题 1：图灵机M 是否接受一个字符串 w.

其对应语言为 Lu, 即

Lu = {〈M,w〉|w ∈ {0, 1}∗,M 是一个图灵机且接受 w}

语言 Lu称为通用语言. 如果存在一台图灵机Mu, 使得 L(Mu) = Lu, 则

称Mu为通用图灵机.

Theorem

Lu是递归可枚举语言, 即通用图灵机Mu是存在的.

通用图灵机的存在性说明了现代电子计算机是可以制造出来的.
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通用图灵机

Theorem

Lu是递归可枚举语言, 即通用图灵机Mu是存在的.

证明：设计Mu为一个 3带图灵机, 其中

1 第 1带存放 〈M,w〉的编码, 即M111w.

2 第 2带用于Mu模拟M 在 w上的运算.

3 第 3带始终存放M 的当前状态 qi (0i).

Mu的工作方式如下：

1 Mu检查输入是否正确.
2 初始化：

把第 1带上的 w抄写到第 2带上, 读写头指向 w的第 1个符号;

在第 3带上打印 0 (q1).
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通用图灵机

Theorem

Lu是递归可枚举语言, 即通用图灵机Mu是存在的.

1 Mu检查输入是否正确.

2 初始化：

3 Mu模拟M 的每一个动作, 若当前M 处于状态 qi (第 3带上为 0i),
第 2带读写头读入的符号为 xj , 若 δ有定义 δ(qi, xj) = (qk, xl, Dm)

则Mu在第 1带上找其编码 0i10j10k10l10m, 然后执行:

1 抹去第 3带上的 0i并打印 0k (状态 qk).
2 第 2带读写头注视的方格上打印 0l (符号 xl).
3 第 2带读写头根据m = 1或m = 2, 执行向左移动或者向右移动.

4 如果 δ无定义(第二带上找不到编码), 则Mu停机.
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通用图灵机

通用图灵机的伟大贡献：

1 通用图灵机Mu是现代电子计算机的抽象数学模型, 证明了现在电

子计算机是可以制造出来的.

2 计算机硬件各种不同的设计都是等价的, 它们的能力都一样, 但性能

有所差异.

3 为以后高级语言的解释器奠定了基础.

4 可以作为操作语义.
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不可判定语言

Theorem

通用语言 Lu不是递归语言, 即 Lu是不可判定语言.

证明：根据递归语言的性质, 只需证明 Lu不是递归语言即可.

反证法. 假设 Lu是递归的, 则存在一台总停机的图灵机M 识别 Lu, 从

而可以构造一台图灵机M ′识别 Ld. 这与 Ld是非递归可枚举语言矛盾.

因为 L(M) = Lu, 如下图所示, 可以将图灵机M 改造成M ′, M ′识别 Ld

的工作方式如下:
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Undecidable Language 不可判定语言 不可判定语言

不可判定语言

Theorem

通用语言 Lu不是递归语言, 即 Lu是不可判定语言.

证明：

1 给定串 w作为输入, 在检查了 w中不含连续三个 1之后(若 w含

111, 则立即拒绝 w), M ′把输入改成 w111w.

2 M ′在新的输入上模拟M . 若 w是图灵机的编码 wi, 则M ′确定Mi

是否接受 wi. M 识别 Lu, 所以M 接受当且仅当Mi不接受 wi, 即

wi ∈ Ld.

因此M ′接受 w当且仅当 wi ∈ Ld, 因此M ′存在, 其与 Ld是非递归可

枚举语言矛盾. 因此, Lu不是递归语言.
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Undecidable Language 不可判定语言 不可判定语言

不可判定语言

考虑图灵停机问题：图灵机M 在输入串 w上停机吗？

Lh = {〈M,w〉|w ∈ {0, 1}∗,M 是一个图灵机且对 w停机}

Theorem

Lh不是递归语言, 即图灵停机问题是不可判定的.

证明：反证法. 假设 Lh是递归的, 则存在一台总停机的图灵机M 识别

Lh, 从而可以构造一台图灵机M ′识别 Ld, 构造方法与上一定理类似, 从

而得出矛盾, 因此 Lh不是递归语言.
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Reducibility 归约

Outline

1 Decidable Language 可判定语言

2 Undecidable Language 不可判定语言

3 Reducibility 归约

归约

莱斯定理
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Reducibility 归约 归约

归约

Definition (归约)

如果有一个算法把问题 P1的全部实例转化成问题 P2的具有相同答案的

实例, 则称 P1归约到 P2.

必须把 P1具有“是”回答的任何实例都变成 P2具有“是”回答的实例

必须把 P1具有“否”回答的任何实例都变成 P2具有“否”回答的实例
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Reducibility 归约 归约

归约

Definition (归约)

如果有一个算法把问题 P1的全部实例转化成问题 P2的具有相同答案的

实例, 则称 P1归约到 P2.

归约表明 P2至少和 P1一样难. 下面给出归约的形式化定义.

Definition (映射可归约)

语言 A是映射可归约到语言 B 的, 如果存在可计算函数 f : Σ∗ → Σ∗使

得对每个 w,

w ∈ A⇔ f(w) ∈ B

记作 A 6m B. 称函数 f 为从 A到 B 的归约.
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Reducibility 归约 归约

归约

Theorem (归约)

如果存在从 P1到 P2的归约, 那么：

1 若 P1是不可判定的, 则 P2也是不判定的.

2 若 P1是非递归可枚举的, 则 P2也是非递归可枚举的.

证明：

1 若可以判定 P2, 则可以把从 P1到 P2的归约与判定 P2的算法组合

起来, 构造一个判定 P1的算法. 具体地说, 给定 P1的一个实例 x,
对 x使用归约算法, 这个算法将 x转化成 P2的一个实例 y. 对 y使

用判定 P2的算法.

若算法结果为“是”, 因为 P1可归约到 P2, 所以 P1对于 w回答为是.

若算法结果为“否”, 因为 P1可归约到 P2, 所以 P1对于 w回答为否.
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Reducibility 归约 归约

归约

Theorem (归约)

如果存在从 P1到 P2的归约, 那么：

1 若 P1是不可判定的, 则 P2也是不判定的.

2 若 P1是非递归可枚举的, 则 P2也是非递归可枚举的.

证明：

2 假设 P1是非递归可枚举的, 而 P2是递归可枚举的, 则存在一台图灵
机识别 P2. 从 P1的一个实例 x开始, 将其归约为 P2的一个实例 y.

如果 x属于 P1, 则 y属于 P2, 所以图灵机接受 x,

如果 x不属于 P1, 则 y不属于 P2, 所以图灵机将不接受 x.

这就构造出一台识别 P1的图灵机, 这与 P1是非递归可枚举矛盾.
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Reducibility 归约 莱斯定理

莱斯定理

考虑以下问题：

Example

图灵机M 识别的语言是空的吗？

Le = {〈M〉|L(M) = ∅}

图灵机M 识别的语言是非空的吗？Lne = {〈M〉|L(M) 6= ∅}

Definition (递归可枚举语言的性质)

递归可枚举语言的任一集合 P 就称为递归可枚举语言的一个性质. 如果

P 非空, 也不是所有的递归可枚举语言, 则 P 称为递归可枚举语言的非

平凡性质.

P 对应的语言：Lp = {〈M〉|L(M) ∈ P}
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Lp = {〈M〉|L(M) ∈ P}
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Reducibility 归约 莱斯定理

莱斯定理
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Reducibility 归约 莱斯定理

莱斯定理

Theorem

递归可枚举语言的每个非平凡性质都是不可判定的

莱斯定理的应用: 所有只涉及图灵机识别的语言的与图灵机有关的问题

都是不可判定的.

Example

一台图灵机识别的语言是否为空

一台图灵机识别的语言是否有穷

一台图灵机识别的语言是否是正则语言

一台图灵机识别的语言是否是上下文无关语言

莱斯定理并没有蕴含与一台图灵机有关的每个问题都是不可判定的.
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Reducibility 归约 莱斯定理

总结

可判定语言

判定问题

图灵机的编码

与正则语言相关的可判定性

问题

与上下文无关语言相关的可

判定性问题

不可判定语言

非递归可枚举语言

通用图灵机

不可判定语言

归约

归约

莱斯定理
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